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La notion d'observateur pour les
systemes non linéaires




Forme Compagnon

/ 0 0 .. 0 —Po \ n—1
1 0 .. —P1 Pia(X)=X"+ p?;Xi
A= 0O 1 O .. A(X) ;
\ 0 0 . 1 —p.i )
{e:h<i<n la base canonique.
Ae; — e;i1 pour 1<:¢<n-1
On dit gu’elle est cyclique.
Aen, — —po€1 — pP1€s — ... — Pn_1€n
Mélanges mathématiques pour la mécanique Supmeca le 25 mai 2009



Forme Compagnon

0 .. 0 —Po \

0 n—1
aclod ol " PAX) = X"+ 3 piX’
L0 0 . 1 —pus
CoA¥e; =0 POUr 1<k<n-—2
Co=(0 0 .. 0 1) A — 1
CoA=(0 0 I —pn1 )
CoA" 7 =(1 = £ k)
( o \ Ceci peut s'interpréter comme
0 " rang » des dérivations!!!
it
Mélanges mathématiques pour la mécanique Supmeca le 25 mai 2009



Mise sous forme Compagnon

Soit une matricn x n

/ a1,1 a1,2 e .. Qln \
a2 .1 a2 2 .. .. a2 n n—1
A= . L L Pa(X)=X"+) pX'
t=0
\ an,1 Gn2 .. .. GOnpn )

On dira gu’elle est cyclique s'il existe un vectdz.€R "™  tel que la famille
de vecteur donnée par induction :

7 —Am1 pour 1t =2:n
. r— 1 .
estunebase (z” Ti — A" T pour i=2:n
T
Aty = A" = =) pii
;=0

Soit la matricl® formée des
Pe;=7 pour 1=1:n

P_lAPei —e;11 pour i —=1:n—1




Mise sous forme Compagnon

D’ou la forme Compagnon /0 0O .. 0 —Do \
1 0 .. .. —Pp1
Ao=P 'AP=| 0 1 0
\ 0 0 . 1 —p.y )

Dualité : soit la matric«”  (forme linéairel X n

CAkT1:CTk+1:0 0<k<n-2
KerC =eng{m1,....,7n—1} €t Cmm =1 CA" *r = Cr, =1

(o
0 — rangn A =06(7) Pl w— Al

i




Une derniere chose

[0 0 . 0 —po \ n—1
10 .. . —p1 Pia(X)= X"+ X!
A= 0 1 0 . A ;p
\ 0 0 . 1 —pus
( zo \Go=(0 0 . 0 1) [0 0 . 0 ko
! 0 0 . k1
R=1 - KCo=1] 0 0 0
\ s/ L6 0 . 0 ke
[0 0 0
1 0 . ,
AL KCo—=| 0 1 0 On peut opérer sur le spectre !!!




Le plan de I'exposé

Notion d’observateur

Observateur avec erreur linéaire

Notion d’observabilité

Les systemes dynamiques dont I'erreur d’observation est linéaire

& @& & @

s Théoreme de Krener et Isidori.
s Théoreme de Krener et Respondek.
s Théoreme géométrigue de 'immersion.

+» Théoreme de Fliess et Kupkaniteness criterion for nonlinear input-output
differential systemsSAM J. Control Optim, 21 :1983, 721-728.)

Mélanges mathématiques pour la mécanique Supmeca le 25 mai 2009



= f(z,u) y="hz)
Systeme reel mesure :sortie

»

# = f(d,u)

Observateur

{ @y |00 Z(t) est un estimé asymptotique (%)



Observateur avec erreur linéaire

i = f(z.u) y="nz)
. ; mesure : sortie
Systeme réel .

2 = f(#,u)

Observateur

Spectre a partie réelle négative

\ z(t) est un estimé asymptotiqur(¢)



Observabilité

Les variables d’états du systeme

Correspondance bijective

Les mesures et tous ce que I'on peut deduire d’elle

Reproduire I'état a partir de la sortie 7 — (b(yj Qj )



Observabilité : sans dynamique

h la mesure

Espace d’états » Espace de mesures

a a

............................ O e T

......................................................................................................................................................... Une seule sortie : mesure

A chaque valeur de la mesure correspond plusieats €

probleme on ne distingue pas les états.



hi(

fL‘) -
—Y

2 2 s

Esp
a
ce d'ét
ats
Y2
xg A
......... > E
.......... S
-.“‘“““““-‘.;.‘-l".‘*"f .s® 2 pace d
______________ " :E ---u------u-------u----uu--.-..--.-.
..........
____________ jl -‘-------“-‘--- m
------------------------------ \Ljy) 7 Tk esure
---------------------------------------- S
e (:C?,
________________________________________ 19 ‘rE?,
2 \
......... .‘-::““_“_“ “‘.‘..“.“--l—“‘““"I““"‘-;_‘--‘--1--“-“--‘Iu.--“‘--‘--1--“-“--‘--‘- m
j
‘--‘---::.-‘."'d‘ 2 :‘--‘-‘:-:;.‘-;\"t_l_:'-“-“--‘-- -”-“--‘-.:.1-.;'U“.P.‘::‘-.;"'l..\;:-.;.‘-"‘—l-‘.‘_'1--“-“-.-‘.-.-;\' m
___________________ . i
‘ll‘ll““““ -‘--‘-‘--u--‘--c-.“‘-u--‘--‘-"I',g:‘intn-1--“-‘i—p--‘---‘u--‘l‘.\--“-la‘-‘--‘\' D
‘--‘--1--“-“ l‘--‘-‘--“--‘-l‘--“-“h"--‘-“-“-“-l‘.‘-“-“-n‘--‘-'l",p_“--‘-lti-“-I“n‘--‘\' euX S
--“-1‘-l‘--‘-‘--“--‘--1--“-“-l‘--‘-"l'-_‘_‘--‘--1--“-‘Bn"--‘--““--‘l‘.\--“-“--‘--Jm Orti
------------------- 1 es i
(m ------------------------- indé
?: ------------------ m epe
= 0 nda
j # ------------------- ntes
(m«g, ----------
Ly —
ISti
IN
gue le
s éta
ts

-------

Les
e
aux d
es d
eux
mes
n
€ sont pa
S
|[dh
1 #
2 —
r =
Y1
] yg)

Prob

B
e on
a be
soin d’
a
utant d’état
S
e mg
=
con
omi

e !l




Une connaissance (de I'évolution) du modele du syspaueelle
diminuer le nombre de mesures?

1) Cas favorable dynamique du systeme transverse aux courbes/daux de
la sortie sans envoyer un niveau sur un autre.

dL¢h # adh

Lih =Vh.f =dh(f)
Dérivée de Lie




Dérivée de Lie

Un champs de vecteurs : \
)
2T Dynamique :
fl)=| . ynami
\ fnlz)
., 0 o Dérivation: h h
Fa)=hag =+t fog— —t Ly b = flg_xl SR fni—n
Linéaire:
{ flx) = Ax
hiz)=Cx

Li(h) = La,Cx=CAx
Li(h) = L3,Cx = CA’x




Observabilité au sens du rang

On considere un systeme dynamigque avec une sorfie :

o (1=

On dit gu’il est observable au sens du rang si :

([ dn [ S0

dL +h CA
g dL2h est de rang 0 — CA?
\ dL2'h \ cAm )

Localement on le difféomorphisme suivant :

RN ()
Lyh(z) (4 _ g1 (2)
olz) = | Lih(z) |=| 4@ i Y

\Ln 1h ) \ (n— 1)) \y(n_l))




Une connaissance (de I'évolution) du modele du syspaueelle
diminuer le nombre de mesures

1) Cas defavorablesdynamique du systeme envoie une des courbe&stnel

a

..................................................................................................................................................... deh: adh




Une connaissance (de I'évolution) du modele du syspaueelle
diminuer le nombre de mesures

1) Cas défavorablesdynamique du systeme n’est pas transverse atlase
courbes de niveaux

La mesure « ignore » I'évolution du systeme



Exemple fondamental : observabilité

On considere darlR. ™ la dynamique suivante :

dz

z — =2 = Agz 0 0 0 0

/z;\ di /1 o .. 0\
z = cR™ Aog = 0O 1 O

\ 2 ) Lo 0 . 1 0/
( 231 — 0 y:zn:COZ

zn = 21
{ 23 = 2

.

Zn — Zn—1

\

Zn—1 — y Zn—1 — COAOZ

avec ¥ — zn et on a ! e 2n_o = CoAjz
Toutes les variablesz; s’écrivent en

- e g
fonction de ¥ et ses dérivées successy'Vs zn—i = CoAgz




Exemple fondamental : observabilité

On considere darlR. ™ la dynamique suivante :
dz

2 =% = Aogz 0O 0 .. 0 O
=) i (00 . 0 0)
Ao = o 1 0 .. ..
\ o0 0 . 1 o)
C
[ Lo \
0 —
\ codp )
) (v
observable o Yy
9(2): e z =20
\y<¥£il> ) \ Y )



Exemple fondamental : observateur

On considére darlR ™ la dynamique suivante :

dz
Z1 — =z = Aoz 0 0 0 0
/ <2 \ at / I 0 . 0 \
Z = clR"™ Ao = 0O 1 0O

\ 2z, ) \0 0 .. 1 0)
Observateur de Luenberger [ ko

z2=Aoz+ Ky —79) k1

/ \ K = N
. \ kn—l )

une copie de la dynamique terme correctif
Yy — Coz

g = Coz

L'erreur e(t) =2z — 2




Observateur avec la dynamique de l'erreur linéaire

% Forme Canonigue (Brunovsky) Non Linéaire

/ 0 O 0 O \
, 1 0 . 0
{ A AOZ méme non dérivable AO — 0 1 0
y=Coz =2z \0 0 . 1 0)
2 = %41 — Bit1(y) Co=(0 0 .. 0 1)
Les états s’obtiennent par dérivations successives.
& Observateur (Luenberger)
= Aok + B(9) + Ky - 9) [ 0 ko )
: 0 k
& Dynamique de l'erreur Kco—| o !

e —2—2

é = (Ao — KCy)e



Systeme linéaire quelcongue

On considére darlR*  la dynamique suiva /

S

C'A
{ Tz = Ax 0 —
y=Cx
e
(v [

Y observable .
—=seeeeesmme- £ — 0
0(z) .

Sy
On calculer;

<{??f1k710 O0<k<n-—2

Yy

de rangn

\

CAn_lTl =1 T = {Tla ---aTn} base

Puis par inductiorm — A7 1




Systeme linéaire mise sous forme normale

On considere danR “  la dynamique suivante : / C’CA \
y = Cx
\ camt )
CA*r =0 pour 1 =0:n— 2 ,
CAM 1ry — 1 7 = ATi1 pour 7 — 2:n.
Soient les matrices suivantesA = 6(7) = | 0(m1) ... ... ... () |
w=A16
Le changement de variables / —p0 \
z=wz = (A0 —p1
| -
2= Aoz + py \ “Pn-1 )
y—= Coz = zn,

Les coefficients du poly. Cara.




Systemes non linéaires

& Systeme non linéaire mono sortie :

[l

Existe t-il un changement de coordonniz = ¢(x)
explicites ?

{ 2= Aoz + By)
y—= Coz



Le pont : linéaire \ non linéaires

[ dh

: dL¢h
= Ax ] = f(z)
{ y— Cx 0 — dL:h y = hiz) sur U
n1
;'
Il existe un champ de vecteryr  défini par :
CA 711 =0 pour ¢t =0:n— 2 dchh’rl:O pour 1 =0:n—2
CA™ tr =1 AL} thm =1
Par induction on obtient la baser = [, ..., ] 0000707
T = A1 pour = 2:n. 7 = |Ti-1, f]
/ o 0 0 0 1 \
o 0 0 1 =«
A=0[r,...m]=] 0 0 1 w=A"6
0 1 =«
\ 1 = * )




Le pont : linéaire \ non linéaires

(P24 {02l v
( 0 1)

* = O OO

0
0
A=0|r,...,m] = 0
0
1

w=AT"0 e () — e — 8.

Linéaire.

‘ , > 2= ¢(x)
z =wx Opere sur I'espace d’'état (les points)




Le pont : linéaire \ non linéaires

~
Q
~
Q

.

w = dy /\ Probléme d’intégration!

-
-




Un peu de géométrie differentielle

la dérivée de Lie d’'une foncticn dans la directile/1

[\

Oh Oh
J21 L h:=dh(f1) = fl,}lc,))—m1 oot fon

f1= fa1

\ Jno1 ) Le crochet de Lie ¢f1  paf2
/ fi2 \

f2.2
fo = f3.2

\ foo )

0Ly,

Considéré come une dérivation Lis, s,h = Ly Ly,h — Ly, L b

%)
e Dz 5 h 5 h
— _ — (0 Th. de Shwartz
fo = 82 Ly mh Ooydxr  Oxdy
€Xr



Un peu de géométrie differentielle

o 0

8 a0
0
w(X) ox; B 0
< B ; _9 5
8&5‘3-" 8_:153
Vv A / 0
[fla fQ] 7£ 0 > O
Obstruction a I'existence du w 7 d [ 0 ﬁ] 0
difféomorphisme Ox;’ Oxj
. A1z, Asz] = (A A1 — A1 Aoz
M| [, Az| = An 7 Champ de vecteurs constant
. s, f(x)] = Tis1 1 <i<n—1 Construction du repere



Lemme d’intégrabilité

Wi

. Ve . Ve . . Ve R wQ o i n
Considére/! formes linéairement indépendai’ —

C’est un isomorphisme sur I'espace des champs dews

Considérerunreper =( 1 7 .. 7, ) telsque:
w1
w2

w(r)=|[ ( T T2 .. Tn ): (ng(’?_j))lg?:’jgn
Wr,

= O

0

o =

\ 0 0 0 . 1]/
Repere canonique



Lemme d’intégrabilité

Les assertions suivantes sont equivalente :

) dw; = 0 pour L <2:<n
i) |7, 7] =0 pour 1 <%,7<n
i) 1l existe un changement de coordonnées (lgcigetel que :

w = do

Iv) w estunisomorphisme de l'algebre de Lie

Démonstration

dw(7i, 75) = Liry (W(75)) = Ly (0(73)) — w([73, 75])

comme w(r;) =cst et w(r;) = cst

alors dw(7i,75) = —w([73, 75])




Théoreme de mise sous la forme canonique non linéaire d’observabilite

i fl2) localement { 5 = Aoz + Bly)
{yh(m) [ y=Coz =z,
2 =o(z) 7 FCNO

A chaque systéme dynamique observable est assoar@lfenent un repé= et un
iIsomorphismew  tels que :

o o

,...,——) Repere canonique
0z Dzn

Enoutreona:r 1 = [, f]




Démonstration

& |l reste a voir c’est quoi le transformé w(f) 7

o 0
5w = L@l = [wim),w()
Commew estintégrable on a:
0
= (), w(f)] = w(lr, /)= w(min) = 57—
D’ou 0
w(f) = 21— + ..+ 15— + B(zn)



Exemple 1

On considere le systeme dynamique suwant

T1 = XoXs
) 552—551

I3 = Io
. Y =3

Les 1-formes d’observabilité sont donnees par :
01 =dxs 0Oy = dxs O3 = dxq

Le repéreade Kl est donne par :
_ o
TL = 75— — - - e [7;, 7| = 0
oxr1 72 Oxo 7s 8{53 t 73 Oz } ’
0 O 1 , —z3 0 1 dr1 — xz3dxs
A= 01 0 | A7 =] 0 1 0 |, ,_A1p— dirs
1 0 =z3 L 0 0 dirs
dw =0 - (3, =0
<1 — X1 — 373 2o — 21
qb(:g) — 20 — X9 - < 23 — 29
s Y — 23
\




Exemple 2

On considere le systeme dynamique suivant :

T1 = 19
To = X1
Les 1-formes d’'observabilité sont données par : g B
61 = cos xadxo 0o = cos xodxr1 — 21 8sIn xodxzs
Le repere de Kl est donné par :
1 a0 1 a0 n 1 ( ‘ ) a0

T — Tn — Xro — an xr P

1™ cos xo 0x1 > cos o Jxs  COS Iy 2 ! 2 ox1

_ 1
maIS [Tl,’}"g] :_2(3052{52 tanxga—xl #0
o o o 1 1
1 1 1 -
— l _— — — R T1 4T — 0
71 (y)71 571 72 [Tlaf] . +£C28$1 74, 73]
0 [ dx1 — zodzo
Al — . Wi —
[  xocosxy — 1SN Ty dzxo
dwl — 0 B - 231 — 0
( 1 =217 3% ) ——-— 2o = 21
2 = gy = 2o = arcsin(y)



Forme canonique non linéaire avec diffeomorphisme sur la sortie

. N localement 5= Az + B(§)
(1) { yi{gx))— { g = zn = P(y)
z=olx)? FCNODS

On considere le repere de Kl et on regarde leorkasuivantes :
n pair T, 7] =0 k=2:n—1 et |[r,m =aly)n

n impair 71,7 = |7, 7% =0 7=1:2 et k=2:n—1et([r, ] — aly)m) € engn

‘ Difféomorphisime () (2) { (:) (zb(y)

(1)




Forme canonique non linéaire

Lot

Immersion , :
Dépendante de la sortie

{ i = Az + B(3)
gzzn:lb(y,’w)

FCNOI




pour n pair
[1,m] = O pour 1<k<n-—1
[Tl ) TH] — Uf(}’)'?'l
pour n impair
71,7%] = 0 pour 1 <k<n
™,k = 0 pour 1 <k<n-—1
([r2, 7] — a(y)m) € eng{}.
Difféomorphisme«(y) (2) { (:)
) 1
’T11 = l(y)m avecy (y) = @ Til — [Til—laf]

dw # 0 { T,
iy 7a] # 0 G|
dw #+ 0
T
|"_E: Tn] '7{ U{ -
T2

flz

)
Y(y)

pour ¢t =2:n

1

S’ils commutent alors on a theoreme KR. Sinon asep7: = 7;




(] (|

Si le repére {7; }1<i<, n'est pas commutatif et si :
@ pour n impair
[m.7] =0 pour 1 <k<n

[12,7] = a(y)my

@ pour nh pair
71.7] =0 pour 1 <k<n

7,7k =0 pour 1 <k<n
(:T.?-Tu: - a(y)n) € eng{rl}

O O

Une équation différentielle qui permet de determunee fonctior/(w) de la
variable auxiliairew . Puis on construit lanffle (le repere) suivant :

= l{w)m 75 = [r} 4, F] pour 1 =2:n

Tn_|_1 — [Tn, F]?




Théoreme d'immersion

Si le nouveau repere commute :

[Til')/rjl] — [T«j,lng—i—l] — 0

en



Exemple immersion

S < . . ’ . L
On considere le systeme dynamique suivant : L1 = T1L3

) Ty — X1
T3 — T2
Les 1-formes d’'observabilité sont données par ;| y = z»
01 = dxs Oy = drs 01 = dx;
Le repere de Kl est donné par :

a0 a0 o 0 9 0 3,
- 9 o — _ g
e O, = 0xs s Jxq " 0x3 (z3 xg)@xl 8 Jxo

|2, T3] = —2ﬁ = 211 #£0

ox1
w =1y
0 ,
T12 :l(w)ﬁ — % T22 — [Tll,f+x3%] :l(’w)’?‘g —fL‘gl (w)ﬁ

5 = lw)ms — 23l (W) + (22l (w) + 2307 (w)) 71

(73, 75] = (=20* + 20", = O



l(w)=¢e" z3 =€ 3 =6 I ge Ty
'
21 =0
22 — 21 — lengg’
{ . 3 w_ 2
23 — 22— 7€ 23
w = e 23




Merci a Monsieur
Dugowson Stéphane
pour I'organisation de cette
journeée.
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Systeme dynamique sous forme Compagnon

On considere darlR. ™ la dynamique suivante :

dz
— = %2 = Aoz O 0 .. 0O —P
/ 21 \ at / 1 0 .. —pf \
2 - Ag = 0O 1 O
P € e e ..
o \ 0 0 . 1 —p. )
Zn
( 1 = —Ppoy
zZy = Z1 —P1Yy
¢ z3 = 2o —p2y
[ #n = Zn—1  —Pn-1Y

avecy — zn  eton a . e P — y(g) + P

ZAn—i — y(?,) —I_pn—?,y

Toutes les variablesz; S'écrivent en
fonction de ¥ et ses dérivées successy'Vs



Systeme dynamique sous forme Compagnon

On considere darlR. ™ la dynamique suivante :

{3 - A (o as . . e\

Probléme a-t-on = = F(y, y(i)) ?

( Y = Cx
Y — C'Ax
y'? —  CA°’z
y(n—l) _ CAn_lfL'
y") = C(CA"zx

\

On s’arréte : theoreme de Cayley-Hamilton

Si inversible




Systemes dynamiques linéaires modulo la sortie

. méme non dérivable / ¢ \
T = Ax @ CA
y = hiz) = Cx Rang C'A? —n

Polynéme caractéristique \ C P )
Pa(€) = E" + pn_lgn_l + ... +p1& + po lethéoréme deayley-Hamilton P4 (A)=0
% Le changement de coordonnées

2 = Ci s 2 = CAz + C¢n(y,u) = 2n1 — pna1y + Pn(y, u)
2n-1 = CAz +p, 1Cy —— Zn = 2n-2—Pn 2y + Pn1(y,u)
Zp_n = C A%z + pn_1CAx + pn_o2Cx
P C Az —I—pn_10Ak_1fE —I—pn_QCAk_QfE + .+ prn_Cx 1<k<n-1
27 =CA" ' 40y 1CA" ?2 4+ pr o CA" P2+ ...+ p1Cx

1 =CA"x + pn_chn_lfL‘ + pn_QC’An_Qa&‘ + .. +p1CAx + 41 (y, u)

= —poy + P1(y, u) { 2= Aoz + By, u)
Y — 2n




Systeme dynamique sous forme Compagnon

On appelle matrice d’observabilité d'un systeme dyigae

r — Az
y = Cx
: C
La matrice / A \
O = CA?
i
— R
o
2
On dit que le systéme dynamique est observable; — @1 Yy
Rang(Q) =n \ y( D )
Proposition :
A isomorphisme pres tous les systemes dynamiquesdibles sont
compagnon P Aoz
{ y = Coz = 2zn




Observateur a grand gains

% Forme dépendante de la sortie

{ i = Aoﬁﬁyéu)z:r By, u) [ 0 0 ) 0 0\
Y= 02— 2n a1 (y,u) 0 .
L. Avaly,u) = 0 as(y,u) O
zi = —(Zit1 = Bina(y,u) . L . .
\ 0 0 o an—1(y,u) O )
% QObservateur associée
2 = Ao+ ¢ly,u) +DIPICE (y — Cod),
0 = pP,+ AP, + P,Aoa — C4 Co,
& Dynamique de l'erreur A = diag 1 - 1 Sy l’ 1
_ Y p
Aoa(y,u) =D T AD PR |
e—=2—2 D:dlag i, g, jan—lal
¢ = DAe k=1 k=2
L —1 ~T ~ —1~ k+j vn—j i
€ =p(Ao— P "C C)e+DD (=170,
Pp(ka])_ 2n+2—2,l;_jk j:' 1 <k<j<n,




Systemes dynamiques linéaires modulo la sortie

% Matrice cycligue
On cherche un (champ) vecteur 71 qui satisfait a :
CA*r =0 pour 1 =0:n— 2
{ CA" 1 =1
puis on construit par induction des vecteurs 7; par :

i — ATi_1 pour ¢ —2:n.

Avec 7 ={71,...,7n} estune base.

/ 0 0 0 1 \
0 0 .. l2n
A=Or=|[0 0 1 . — & = d2 = A d(Ox)
0 1
[ OATL Probléme fondamental
©HI3 J dans le cas non linéaire {
s =AtOx




Exemple circuit de Chua

(&1 — —ax1 +axzs — If(y) 0
xo = Bx1 — Pxo + yx3 e«
< ) - _
_ 0 —u O
\ Yy — 1

Changement de coordonnées

z3 = Cx = 21
20 = CAz + (a+ B)Cx = Px1 + axs
21 = CA%z + (a+ B)C Az + pyCx = ayxs + pyx

La dynamique de Chua sous la forme canonique d'vabgité non lineaire

21 = py (—ay — o f(y))
2y =z1 — Bof(y)
3=z —(a+B)y—90f(y)
Ly =23

L




Exemple : obstruction & /

i1 = —PBz2 + azi(z] + 73) 1 = —fx2
Ty — Bx1 + azs (ac% + x%) Ty — Bxq

{sbﬁfr [/: | : fﬁ{ @iafr
g U

Il n'existe pas de| changement de coordonnées der-inange ces deux
comportements. lIs ne sont pas topologiquementwatgnts (ou conjugués)

)
;o—

A

Et pourtant il existe un isomorphisme qui intertoi@ les vitesses des deux
comportements !!!<

1 %?"2 ar® (0>
0 1 )(6?") o\



Exemple suite : obstruction a /

On considére le repére suival 1 o2 (1 —&r?
71 — To = & — 0 1
1
0

0 1
w(r) = (

L 1 —%T‘Q B dr — %nggo [ @
0 1 dp ' oy

dwi = —2%9"0!?" Ndp # 0

c'est-a-dire w; n’est pas fermee : ce
diagramme n’a pas de solution.




Exemple Systeme de Rassler

On considere le systeme dynamique suivant :

4 .
Xl — —X2 — X3

To = X1 + axo

) £3:5+$3($1—,@) 0 >0
[Tl,TQ]:[Tl,Tg]:O \ y:;g3>0
1
[TQ,TSJ — ETQ c eng {’Tl} —— 51 — 1, 52 = I9 53 — ln(y)

(b= b — e | .
Ce=atal ety

€y =& +de s — p

\ Yy =&s 23 = C& = &
20 = CAE — aC€ = &1 — a&s

21 = CA%€ — aCAE + CE = =&y — by + &3

. z1 Cbl(y)( )d
Zo = z1 + ¢a(y —(f—a)e ¥ —
Z3 :_22 + ¢3(y) ( b2 qsig _( 65_31(5@3918_ /8) )

\ Yy =23 ¢3 = —ay+de ¥ — 3
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