La notion d’observateur pour les systéemes non linéaires

DRriss BouTAT

RESUME. Apres une présentation de la notion "d’observabilité" des systémes dynamiques, nous
verrons comment la notion bien connue de "matrice compagnon" d’un polynéme unitaire peut
étre utilisée en automatique linéaire pour construire des systémes dynamiques particuliers. Ces
systémes jouent le réle de capteurs informatique. Ils sont connus sous le nom d’« observateurs
». Nous verrons ensuite sous quelles conditions, dites d’observabilité, un changement linéaire de
coordonnées permet réciproquement d’associer a un systéme dynamique linéaire une matrice
compagnon. L’étape suivante consiste a étendre ces conditions au cas de systémes non linéaires,
afin de pouvoir y appliquer cette notion d’observateur. Il s’agit pour cela de les réécrire sous des
formes qui supportent les observateurs classiques en automatique. Techniquement, cette réécri-
ture s’appuie sur 'opération entre des champs de vecteurs appelée en géométrie différentielle :
"Crochet de Lie".

1. Introduction

Un observateur est un moyen de mesure " informatique " qui permet de retrouver tous les
états d’un systéme industriel en disposant du minimum d’informations sur ces états. Ce mini-
mum d’information est obtenue a ’aide d’un capteur. Un observateur permet donc d’optimiser
le nombre de capteurs dans une application industrielle ; d’ou son intérét économique dans 1’in-
dustrie. Durant les dernieres décennies beaucoup de travaux en automatique ont été menés sur
la conception d’observateurs. Une maniére brute d’observer les états d’un systéme consiste a
dériver numériquement 'information mesurée grace aux capteurs. L’expérience a montré que
cette méthode a l'inconvénient de donner des résultats erronés a cause de I'amplification du
bruit due aux imperfections des mesures.

Pour remédier a ce probléeme, Kalman-Bucy [6] ont introduit en 1961 une solution pour les
systemes linéaires stochastiques. Leur résultat est connu actuellement par le filtre de Kalman. Ce
filtre donne aussi de bons résultats pour les systemes déterministes. En 1964-1971, Luenberger
[10], [9] a fondé la théorie d’un observateur qui porte son nom " Observateurs de Luenberger
". Son idée est d’ajouter au modeéle mis sous la forme canonique compagnon (Brunovsky) une
correction a l'aide de la mesure fournie par les capteurs.

Pour les systemes non linéaires les ingénieurs utilisent le filtre de Kalman étendu qui malheu-
reusement ne présente pas de bonnes propriétés de convergence. Pour cette raison la conception
d’observateurs pour les systémes non linéaires est un probleme ou les travaux de recherche res-
tent tres intensifs.

En 1983 Kerner-Isidori [7] ont fourni des conditions nécessaires et suffisantes pour une linéari-
sation de l'erreur de I'observation des modeles non linéaires afin de leur appliquer 1’observateur
de Luenberger. Cependant, leurs résultats ne s’appliquent qu’a une classe réduite de systemes
non linéaires.

A la méme époque Fliess et Kupka [4] fournissent des conditions suffisantes et nécessaires pour
une linéairisation exacte des systemes non linéaire en mettant en évidence le concept de I'im-
mersion.

Un autre résultat dit & Krener et Repondek [8] viennent pour élargir la classe des systémes
dynamiques étudiés par Krener-Isidori en se permettant un difféomorphisme sur la sortie.

a Supméca pour la Journée Mathématique (JMS) le lundi 25 mai.
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Récemment dans [5] les auteurs ont combiné la méthode de I'immersion a la méthode de
linéarisation de ’erreur de ’observation en ajoutant des dynamiques qui ne dépendent que de
la sortie et des variables auxiliaries. Cette méthode est analytique et son aspect géométrique a
été développé dans [2].

Avec tous mes respects aux chercheurs qui j’ai cité ci-dessus, la vedette dans cette note sera
la matrice compagnon. Dans le paragraphe qui suit je vais introduire la notion d’observateur
et la notion d’observation suivi d’'un exemple qui met en évidence la matrice compagnon. Le
paragraphe 3 est dédié a la maniere de concevoir deux changements de coordonnées linéaires,
un purement algébrique et 'autre géométrique, qui permettent de mettre une matrice lorsque
c’est possible sous la forme compagnon. Le paragraphe 4 est consacré a "recopier” le changement
de coordonnées géométriques aux systémes non linéaires pour les transformer sous la forme
compagnon modulo "un terme qui ne dépend que de la mesure". Le reste du cette note n’aura
plus de secret pour l'intérét de la forme compagnon en automatique.

2. Préliminaires

Nous considérons sur un voisinage X C R™ de 0 le systeme dynamique de la forme :
io= f) (2.1)
y = hi) (2.2)
ol f est un champ de vecteurs défini sur X et h est une fonction définie sur X a valeur dans R.
La variable z! s’appelle I’état du systéme et y sa sortie (la mesure).

Nous dirons que le systéme dynamique (2.1-2.2) est donné par la paire (f,h). Sans perte de
généralité, on travaillera dans un voisinage "sympa" de 0 et on suppose que f(0) = 0 et h(0) = 0.

2.1. Notions d’observateur et d’observabilité

La définition suivante donne une notion d’observateur largement répandue dans la littérature
de la théorie des observateurs.

Définition 2.1. On appelle un observateur du systéme dynamique (2.1-2.2) tout systéme dy-
namique auxiliaire sous la forme suivante :

~

§(t) = Fle® ) (2:3)
z(t) = £(@t) 2.4

dont la sortie est 1’état estimé Z(t) tel que :
lle@)|l = 1Z2(t) — z(t)]| — 0 quand ¢+ +oo (2.5)

e(t) s’appelle l'erreur de I'observation.

Par la suite on s’intéressera aux observateurs de la forme (2.3-2.4) tel que la dynamique de
I’erreur d’observation est linéaire c’est-a- dire Uerreur e(t) vérifie une équation linéaire de
ce type :

¢ =Ae (2.6)

ol A est une matrice n X n. Notons que dans ce cas pour que l'erreur satisfait (2.5) il suffit que
la matrice A dans (2.6) ait un spectre (les valeurs propres) a parties réelles < 0.

dxz(t)

=~ la dérivée par rapport au temps d’'une courbes d’évolution z(t) dans

Ldans cet exposé on notera T :=
I’espace d’état.
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Avant de concevoir de tels observateurs il faut s’assurer que le systéme dynamique étudié est
observable?. Commencons par donner une description schématique de la notion d’un systéme
observable :

Considérons dans un premier temps un systéme & deux états x = (z1,22)” dont on ignore
I’évolution. La figure (Fig. 1) montre que la mesure (sortie) y; = h(z) = z2 ne fournit qu’une
partie de I’état a savoir la variable x9. Ce qui ne permet pas de determiner ’état x de notre

.

. Espace des mesures

Espace des états

® Yy =2
(x1,2x2)

Sang dynamique avec une sortie : non observable

Fig. 1

systeme. En effet, on ne pourra pas distinguer deux états du systéme qui ont la méme composante
2. On dit alors que le systéme n’est pas observable.

Donc, il nous faut accéder a une autre mesure "sortie" indépendante de la premiere (les sor-
ties ne doivent pas étre paralléles). Considérons maintenant le systéme représenté par la figure
(Fig.2). Dans ce dernier les mesures forment des nouvelles coordonnées de I’espace d’états. En

Espace des mesures

o + y» = ari + fzo
Espace des états
£ M Y1 — T2
) ‘;:»1‘1 ST}
T
Sans dynamique avec deux sorties : Systeéme observable
Fic. 2
effet, nous avons :
1
T = E(yQ — By1) et 2=y, (2.7)

Donc le systeme est observable.

D’un point de vue gestionnaire ¢a fait beaucoup deux mesures (deux capteurs) pour un sys-
téme & deux états. Pour optimiser (économiser) le nombre de capteurs, on suppose, par la suite,
que 'on connait ’évolution de notre systeme. C’est-a-dire on dispose d’un modele dynamique
du systéme en question. Mathématiquement parlant on connait le champ de vecteurs f (champ
de vitesses) qui régi I’évolution du systeme.

Revenant sur la figure vu dans la figure (Fig.3) avec la connaissance des trajectoires de la dy-
namique (les courbes tangentes a f).

Maintenant, la dynamique fournit une nouvelle mesure s qui est la variation de la sortie
long de la dynamique f comme dans (Fig.4).

Dans le paraphe qui suit nous allons exprimer formellement cette idée en introduisant la notion

2c%est-a-dire il existe une correspondance bijective (local) entre les états du systéme et (la mesure et quelques

unes de ses dérivées)
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A

Espace des mesures

€T
Espace des états \ &= f(x)
Y=

(x1,22)

Avec dynamiglie et une saw//

Fic. 3

Espace des mesures
A

s Jy2 = Ly
Espace des états \\ flx) .
SRS el Y1 = T2

- La dynamique produit une nouvelle sortie : observable

Fic. 4

de la dérivée de Lie.

2.2. Observabilité au sens du rang

Rappelons qu’un champ de vecteurs f peut étre interprété selon les besoins de deux manieéres :

(1) Comme une application qui a tout point x assigne un vecteur f(x). Dans ce cas on 'écrit
dans la base canonique sous la forme suivante :

fi(z)
flay= | 2

On dit que les f; sont ses composantes. Sous cette forme on dit aussi qu’il régit un systéme
d’équations différentielles (une dynamique) dont les courbes tangentes x(t) vérifient :

&(t) = f(z(t)).

On dit que x(t) est une courbe intégrale de f.

(2) Comme une dérivation qu’il faudra écrire sous la forme suivante :

0
oxy,
sous cette forme il s’applique a une fonction réelle h(x) comme suit :

oh Oh Oh

L:h=fj— — 4 ... n—
! fl@xl +f26x2 tot ] oxy,

0 0
f:fla—avl+f23—$2+m+fn
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Cette nouvelle fonction Lyh s’appelle la dérivée de Lie de h dans la direction de f.
Sif= Bixi’ alors Lth = g—g et on reconnait les dérivations partielles. Il est facile de voir que :
dy _ .
Lih =dh(f) =Vh.f = o =Y (2.8)
ou dh est la différentielle de h, et Vh.f est le produit scalaire du gradient Vh de h avec f.
Maintenant, nous sommes en mesure de donner une définition "faible" de la notion d’observabi-
lité? (voir [3]).

Définition 2.2. Considérons le systéme dynamique de la forme (2.1-2.2). On dit que la paire
(f,h) est observable au sens du rang si la différentielle de la sortie h avec les différentielles de
ses dérivées de Lie successives dans la directions de f jusqu’a l'ordre n — 1 sont indépendante
(sur un voisinage de 0). C’est-a-dire que :

Rang{dh,dLgh, ..., dL’y"'h} = n. (2.9)

ou I’écriture de dL’}h ici est donnée par le co-vecteur :

k k k
s QLR oL oLhn
f Ox1 ’ Oxe ' Oxp

On remarque que L’}h = y() est la dérivée k™ de la sortie y. Donc, sous la condition du
rang (2.9) ci-dessus l'application :

Wix s (3,5, .,y ") (2.10)

est un difféomorphisme local. Plus précisément, ce difféomorphisme est 'inverse de ’application
suivante :

v h(z)
vol= Lf_}.b_(x) =y 1(z). (2.11)
yD LY ()

C’est-a-dire I’état = s’écrit (localement) en fonction de la sortie y est de ses dérivés successives.
Le lecteur peut prendre cette derniere propriété pour définition d’un systéme observable :

€r = /llz)(y’ y’ ) y(n_l))’

Par la suite on adoptera la notation suivante :
0y, = dLI;_lh pour 1 <k <n.
On appellera ces 1-formes exactes les 1-formes d’observabilité et on notera :

01

o= | %

= dyp L. (2.12)
Or,

6 peut étre vu comme une matrice dans la i*"™¢ ligne est formée des coordonnées de la 1-forme

f; vu comme un co-vecteur.

Donnons I'exemple de référence de systéme dynamique observable.

3pour une définition précise de 'observabilité le lecteur est invité a lire le joli chapitre 5 écrit par Monsieur G.
Bornard et ses co-auteurs
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2.3. Exemple fondamental

Considérons dans R", de coordonnées (z;)1<1<n, le systéme dynamique linéaire avec la sortie
y = zn. Le reste des états du systeme s’obtient par dérivations successives de la sortie.

zi—1=2%; pour 2<1<n.

Il est donné par son écriture matricielle comme suit :

Ezemple 2.5.
2 = Apz 2.13
y = Cpz 2.14)
avec
0 0 0 0
1 0 0 0
Ag = e
0 1 0 0
0 0 1 0
et
Co=(0, ., ., 0, 1)

Comme deZsz = CA* = 0,1, alors il est facile de voir que I'on a :
Co
CoAo
0 = (2.15)
CQASfQ
C()Agfl
est une matrice dont les lignes sont formées par les 1 X n matrices C’()A’éC pour 0 <k<n-—1.
Cette matrice s’écrie :

0 0 0 1
0 1 0

0 = .
0 0 0 0
1 0 0 0

On l'appelle la matrice d’observabilité du systéme dynamique (2.13-2.13). Il est a noter aussi
que rang(f) = n et nous avons :

r=0"1 (2.16)
y(n_Q)
y(nfl)

c’est-a-dire le systéme est observable.

11 faut faire attention, la formule (2.16) n’est pas applicable dans le cas non linéaire. Certes,
j’ai dis plus haut que 0 peut étre vu comme une matrice méme pour le systéme non linéaire.
Elle est méme inversible sous la condition du rang. Cependant, il ne faut pas oublier? que c’est
une différentielle (2.12). Il s’aveére que dans le cas linéaire (et qui parmi nous ne le fait pas!) on
confond une application linéaire avec sa différentielle.

4ceci est un élément & prendre en considération pour le passage du linéaire au non linéaire



LINEARISATION DE L’ERREUR DE L’OBSERVATION

Une forme plus générale du systéme dynamique (2.13-2.13) est la suivante :
5= Agz+(y) (2.17)
y = Copz (2.18)
ou fB(y) est un champ de vecteurs (terme) qui ne dépend que de la sortie y. Il est facile de voir
que sous cette forme générale le systéme est encore observable.

Sous cette derniére forme (2.17-2.18), on dit que le systéme dynamique est sous la forme nor-
male d’observabilité de Brunovsky modulo une injection de sortie.

Pour un tel systéme dynamique (2.17-2.18), on adopte ’observateur de Luenberger[10]
qui consiste a rajouter un terme de correction dépendant de la sortie a une copie de la dynamique
du systéme en question :

§ = Ao+ By)  + K(y—Coz) (2.19)
—_— —— — —
copie de la dynamique terme correctif

) = € (2.20)

L’erreur e = z(t) — z(t) de 'observation est régie par la dynamique linéaire suivante :
e = (A() — KC())e,

ou K = (k;)o<i<n—1 € R™ s’appelle le vecteur des gains.
Nous allons finir cette section par quelques remarques importantes.

Remarque 2.4. (1) Notons bien que :

0 0 0 —k
1 0 0 —ky
Ag—KCo= |t - - ...
0 -+ 1 0 —kno
0 -+ 0 1 —kp

est la matrice compagnon dont il est question dans cette note.
(2) Le polynéme caractéristique de la matrice Ay — KCj est :
PAO—KC’O(S) =ko+ kis+. + kn_lsn_l 45"

alors, K peut étre choisi de sorte que le spectre de la matrice Ay — KCy soit fixer
arbitrairement. En particulier, a partie réelle négative, ce qui assure la convergence
asymptotique vers zéro de e(t) lorsque ¢ — +oo.

(3) Il est aisé de voir que le choix arbitraire de K est équivalent au fait que la paire (Ag, Cp)
satisfait a la condition dite de rang suivante :
Co
CoAo

rang (2.21)

Il
S

C()Ag_2
C()Agil

Pour finir cette discussion, il faut remarquer que la forme compagnon nous permet d’opérer
sur les valeurs propres d’une matrice avec des opérations de type —K Cy.

3. Mise sous forme companion de ’erreur d’observabilité des systémes linéaires

On considere un systeme dynamique linéaire mono sortie de la forme suivante :

z = Az + ¢(y) (3.1)
y = Cx
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ou A est une matrice n X n , C est une 1—forme linéaire 1 x n.

Existe t-il un changement de coordonnées z = Px qui transforme le systéeme dy-
namique (3.1-3.2) sous la forme (2.17-2.18) ?

Nous allons construire deux changement de coordonnées pour la mise sous forme compagnon
d’une matrice un que je vais appeler algébrique et I'autre géométrique.

3.1. Changement de coordonnées linéaires "algébrique"

Il est clair qu'un changement de coordonnées préserve la condition de rang (2.21). Donc, cette
derniére est une condition nécessaire pour l'existence de z = Px. Montrons qu’elle est en fait
suffisante. On suppose donc que cette condition est satisfaite :

rang(f) =n (3.3)

ou on rappelle que :

C
CA

6 = ..
C A2
CAn—l

s’appelle la matrice d’observabilité du systéme dynamique (3.1-3.2).
Soit (p;)o<i<n les coefficients du polynéme caractéristique de la matrice A et considérons le
changement de variables linéaire suivant :

mo o= Cu (3.4)
Zpn—i = CA'zx + pnfch(i_l):C + ... +pp_iCx.

pour 1 << n—1.

La dérivation par rapport au temps de z,, donne :

271 = CAx = Zp—1+ C¢(y) — Pn—1Y,

de la méme maniere on a :

Zn—1= 2zn—2 — pn—2y + (CA+ C)o(y)
Cette procédure prend fin lorsque la dérivé de :
2 =CA" 1z +pn,1CA(”_2)x + ...+ piCuz.
En effet, nous avons :
2 = CA"x +pn,1C’A("71)x + ... + p1CAx,
d’ou
4= —poy + ¢(y)

Car, grace au théoréme de Cayley-Hamilton, nous avons : A 4+ p,_1 A" 1+ ... +pA+pol = 0.
Par conséquent le changement de coordonnées (3.4-3.5) transforme le systéme dynamique (3.1-
3.2) sous la forme (2.17-2.18).
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3.2. Changement de coordonnées linéaires "géométrique"

Maintenant, nous allons fournir un autre changement de coordonnées. Pour cela posons la
question différemment. Pour une matrice A donnée on peut se demander s’il existe une sortie C'
telle que la condition (3.3) du rang est satisfaite ?

La réponse a cette question est affirmative pour une matrice cyclique. C’est-a-dire il existe
un vecteur 7 tel que la famille de vecteurs 7 = {7;}1<i<, construite par induction comme suit :

m=Ar,_1pour2<i<n
est une base de R”. Soit Q la matrice dont la i°™ colonne est le vecteur 7;. C’est la matrice qui
transforme la base canonique e; comme suit :

Qei = Tj-
Ona:

Q 'AQe; = eq1pour 1 <i<n-—1.
Il est aussi facile de voir que :

-1
Q™ AQen = poe1 +pr€2 + ... + pr—ién.
Posons P = Q! et considérerons le changement de coordonnées suivants :
z = Px, puis dérivons on obtient :

4= PAP 2 4+ PB(y) = Apz + PCoz + PB(y)

D’autre par soit C' la 1-forme définie par :

Cr; = Opour1l<i<n-—1
Cr, = 1

Alors (A, C) est une paire observable c’est-a-dire la condition du rang (3.3) est satisfaite.
En outre, le changement de coordonnées z = Px est une changement de coordonnées qui trans-
forme A sous la forme compagnon.

Donnons le liens entre ces deux changements de coordonnées. 1l est facile de montrer que :

Proposition 3.1. Soit A = () alors w=A"10 =P

Pour finir ce paragraphe donnons les composante de w. Par induction on a :

1
1 n
Wp—r = 7(9r+1_ Z lrJrl,iwi) (37)
i=n—r+1

pour 1 <r <n-—1.

3.3. La route vers le non linéaire

Pour faire le pont entre les systémes linéaires et les systémes non linéaires nous avons besoin
d’une définition :

Définition 3.2. On appelle le crochet de Lie de deux champs de vecteurs X et Y le champ de
vecteurs [X, Y] défini par la notion de dérivation comme suit :

Lixyh = LxLyh— LyLxh (3.8)

pour toute fonction A suffisamment derivable.
Si [X,Y] =0 on dit alors que X et Y commutent.
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Remarque 3.3. (1) II est aussi connu que les champs (les dérivations) constants X = 8%1 et
Y = 8%2 commutent. C’est le théoreme de Schwarz :
0?h 0?h
61‘161‘2 61‘28.%’1

, pour une fonction réelle h suffisamment differentiable.

== L[va}h - 0

(2) Il est connu aussi qu’un champ vecteurs sans singularité (sans zéros) peut étre trans-
formé localement par un difféomorphisme en un champs de vecteur contant. Pour deux
champs de vecteurs X et Y indépendant et sans singularités le crochet [X,Y] # 0 est
I'obstruction & I'existence d’un méme difféomorphisme ¢°(local) ( voir Fig. 5) qui les
transforme en deux champs de vecteurs constants.

(3) Le crochet [X,Y] # 0, peut aussi étre vu comme 'obstruction a revenir en un point de
départ x( en suivant la courbe intégrale de X pendant un instant assez petit ¢, puis celle
. . . N Y
de Y, puis —X et enfin —Y. Voir Figure (Fig. 5) ou les e¢; = VT
En effet il est aisé de démontré que :

x(4t) = z(0) + t[X, Y] + O(t?), (3.9)

ott O(t?) fait intervenir des crochets de Lie qui contiennent tous [X,Y].

z(4t)

L'obstruction {
[X,V] £ 0

L‘(O)\_/ p — A

Il n'existe pas de difféomorphisme

FiGc. 5

Les exemples de calcul de crochet de Lie a retenir pour l'instant sont :

Ezxemple 3.4. (1) si X et Y sont deux champs constants alors [X,Y] =0
(2) si X est contant et Y = Az linéaire alors [X,Y] = AX,

(3) si X = Ajx et Y = Asx sont linéaires alors [X,Y]| = (A24; — A1 42)X cette derniere
expression est nulle si les deux matrices A; et Ay commutent.
Maintenant il faut bien noter deux choses dans le cas linéaire :

(1) si 7 est un vecteur cyclique de A alors 7, = A1 = 7%, Az]
(2) les 7, commutent par rapport au crochet de Lie.

(3) les 1-formes C' A* sont les différentielles de C A¥z et qui sont les dérivées de Lie dans la
direction du champ de vecteur linéaire Az de CA* 1z :

CAF = d(CAFz) = d(L 4, CAF 1) = y®) (3.10)
°]] induit un isomorphisme d¢ := ¢, sur 'algebre de Lie des champs de vecteurs : D+ ([X,Y]) = [¢+(X), (V)]

10
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4. Cas des systémes non linéaires.

Dans cette section, nous allons fournir étape par étape a travers quelques résultats® 1’évolution

du probleme de linéarisation de l'erreur de I'observation depuis

4.1. Théoréme de Krener et Isidori

On consideére le systéme non linéaire mono sortie donnée dans (2.1-2.2). Un des probleme les
plus abordé en automatique durant ces trentaines dernieres années concerne la linéarisation de
Ierreur de ’observation :

Donner les conditions suffisantes d’existence d’un difféomorphisme local qui trans-
forme le systéme dynamique (2.1-2.2) sous la forme (2.17-2.18).

On va essayer de faire une analogie avec le changement de coordonnées linéaire. Pour cela,
nous allons "recopier” le changement de coordonnées géométrique donné dans la proposition 3.1.
Comme dans le cas linéaire, on suppose que la condition du rang (2.9) est vérifiée et on définit
le champs de vecteur 71 par :

{dLl;ih(Tl):O, pour 1<k<n-—1

dLh(r) = 1, (4.1)

Comme pour le cas linéaire, il est facile de voir sous la condition du rang que la famille 7 =
{7i}1<i<n de champs de vecteurs donnés par induction comme suit :

7 = [f,Ti1]

est une base.
Puis, considérons A la matrice "non constante" dont la ¢
d’observabilité 6 sur ; :

#me colonne est I'évaluation des 1-formes
A =0(1;)

et soit
w=A"16.

Contrairement, au cas linéaire ou on a confondu l'application linéaire w & wx, pour le cas non
linéaire w est un isomorphisme de fibré tangent T'X qui n’est pas nécessairement la différentielle
d’une application ¢ sur X'. C’est-a-dire on cherche a rendre ce diagramme commutatif.

W=
—_

TX TX
TJ( l’i’
x - x

Pour l'instant, puisque w(7;) = e; = % le i vecteur de la base canonique de R”, alors on a :
7

w([ri, 75]) = lw(m), w(Ts)] = 0.
Par conséquent, la condition de commutativité [r;,7;] = 0 pour tous 1 < 4,5 < n est une

condition nécessaire pour l’existence de ¢ tel que w = ¢,.
En fait cette condition est aussi nécessaire comme le formule le résultat suivant [7] :

Théoreme 4.1. Sous la condition du rang il existe un changement de coordonnées local qui
transforme le systéme dynamique (2.1-2.2) sous la forme (2.17-2.18) si et seulement si les as-
sertions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(1) [7, 73] = 0 pour tous 1 < i,j < n c’est-a-dire les T; commutent par rapport au crochet de
Lie,

(2) dw; =0 pout tout 1 <i<mn

6leur liste est trés tres loin d’étre complete

11
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sous ces conditions la différentielle du changement de coordonnées z = ¢(x) est donnée par :
¢« = w. Dans un owvert contractile on a : z(z) = ¢i(x) = [ w; pour tout chemin v reliant 0 a
x.

Démonstration. On rappelle que les composantes de w sont des 1-formes différentielles. On
rappelle aussi (voir par exemple [1]) que la différentielle composante par composante donne :

dw(X,Y)=Lxw(Y) - Lyw(X) —w([X,Y]).
Comme w(7;) est un champ de vecteurs constant, alors on a :
dw(7i, 75) = —w([7i, 74])-

Comme w est un isomorphisme, alors la commutitivité des 7; est équivalente a la fermeture des
1-formes w;.

par le lemme de Poincaré il existe un difféomorphisme local ¢ dont la différentielle ¢, = w. Main-
tenant, on va voir comment ¢, = w transforme le champ de vecteurs f. Pour cela on dérive w(f).

0¢+(f) _ 6.(f), 82] = ¢ulf, i) = w(Tig1) = 0

0z 2; 0ziy1’

pour tout 1 <¢ < n — 1. Par conséquent, par intégration on obtient :

¢«(f) = Aoz + B(2n).

La sortie est linéaire dans les nouvelles coordonnées est di a la construction (4.1) de 7. O

Donnons un exemple de systeme dynamique qui satisfait les conditions du théoreme 4.1 ci-
dessus.

Exemple 4.2. On considére dans R? le systeme dynamique suivant :

T1 = 223

i‘gle (42)
T3 = T2 )
Yy=23

Un calcul direct donne les trois 1-formes d’observabilité :

01 = dm‘g, (92 = d.%'g et 03 = dml.

01 001
o= 6, |]=(01 0],
05 100

Par suite les éléments du repere de Krener et Isidori sont :

0 0 0 0

=—, m=— et 3= — +13—.
0x1 x

Donc :

!

Il clair que [, 7] = 0.
Maintenant ’évaluation de € sur le repére 7 donne :

D’ou on a :
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Il est clair que ces trois 1-formes sont fermées ce qui est en concorde avec la commutativité du
repere 7. Mieux encore elles sont exactes. Donc, elles fournissent un difféomorphisme global :

w1 — 23
P(z) = T2

T3

Par conséquent, dans ces nouvelles coordonnées le systéme dynamique (4.2) devient :

z21=0
Z9 =12
Z3 = 29
Yy=2z3

Pour clore cette section, nous donnerons un exemple simple qui ne satisfait pas les conditions
du théoreme de Krener-Isidori.

FEzemple 4.3. On considére le systéme dynamique suivant :

T1 = 1122
i‘g =T (4.3)
Yy = sinxy

Les 1-formes d’observabilité sont données par :
01 = cos xadry et 09 = coszodr] — x1sin xodxs

Le repere de Krener-Isidori est formé par :

1 0
- cosxga—xl
1 0 1
[ cos x2a_x2 * COS T3 (w2 — 1 tan x2)6—xl

11 est facile de vérifier que :

0
[T1, 2] = —2 tan zo— # 0.
2

cos? x 0r1

Par conséquent le systéme (4.3) ne peut pas se mettre sous la forme canonique d’observabilité.

Il est facile de voir que si dans I’exemple ci-dessus on remplace la sortie y par la 5 = x5 alors
les conditions du théoréme seront vérifiée. En effet, dans ce cas le difféomorphisme (pour sa
construction voir I'exemple 4.5) est donné par :

1.2
_( T1— 9732
o) = ().
Le changement que nous venions d’effectuer sur la sortie (a part qu’il est local) ne fait pas perdre

I’objectif rechercher puisque si on mesure y = sin xo, alors on "mesure" aussi ¥ = arcsiny. C’est
de cette idée, due a Krener-Respondek, que nous allons développer dans la prochaine section.

4.2. Théoreme de Krener et Respondek

Krener et Respondek ont relaxé les conditions du théoréme ont considérons les difféomor-
phismes qui transforment la dynamique du systéme (2.1) en la dynamique du systéme (2.17) et
qui transforment la sortie (2.2) y en § = F(y).

Ceci s’exprime par le choix d’un autre champ de vecteur 7{ au lieu de 71 qui vérifie les équations

suivantes :
{ Or(ri) =0, pour; 1<k<n-1
On (1) = U(y),
ou [(y) est une fonction de la sortie y & determiner. La derniére équation qui differe de celle
(4.1) signifie précisément que 'on ne demande pas une sortie linéaire.

(4.4)

13
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En fait on pose : 71 = @ﬁ ou le champ de vecteurs 7 est déja construit a partir des equations
(?7-4.1). Puis, on construit par induction un nouveau repére comme suit :
e =[r}_,, f] pourtout 2 <k <n.

De la méme maniére on considére la matrice A} = 0(7!) et w; = A{'7
Pour énoncé plus précisément le théoreme de Krener et Respondek rappelons la forme canonique
recherchée dans ce cas :

2 = Aoz+B(y) (4.5)
7 = 3
Cette derniere forme supporte bien ’observateur suivant :
£ = A+l + Kly-7 (4.7)
—— ———
copie de la dynamique  terme correctif
3t = & (4.8)

Théoréme 4.4. [l existe un difféomorphisme local qui transforme le systéme dynamique (2.1-
2.2) sous la forme (4.5-4.6) si et seulement si il existe une fonction l(y) # 0 telle que les
assertions équivalentes suivantes sont satisfaites :

(1) [7‘21,7']] = 0 pour tous 1 < i,j < n c’est-a-dire les T} commutent par rapport au crochet

de Lie,
(2) dw} =0 pout tout 1 <i<n

La démonstration est la méme que pour le théoreme de Krener et Isidori. Ici, on fait remarquer
que on écrivant w; = Al_lﬁ, on trouve que dz, = w, = @dy. Ceci nous donne naturellement

- 1
¥ =3 = [ ydy
La dilatation 7{ = %7'1 permet de soulever 'obstruction de la commutativité des champs de
vecteurs 7 et 7,. Plus précisément, pour espérer que le résultat de Krener et Respondek marche
pour un systeme dynamique il faut que [71,7;] =0 pour tout 1 <j <n—1et
(1) pour n pair [r1,7}] = a1 (y)71
(2) pour n impair [11,7,] =0 et [12, 7] — a2(y)T2 € span{7 }.

sous ces condition la fonction I(y) est déterminée, selon la parité de la dimension n de Iespace
d’état a partir des équations différentielles suivantes :

(1) pour n palr 2 —lay(y) =0

pour n impair —nd + lag( ) =0.
On va finir ce paragraphe par un exemple ulistratif.

Ezemple 4.5. On consideére encore le systeme de ’exemple 2.
7'11 =U(y)n
On rappelle que
[11,T2] = —2——— 1 tannacgi # 0.

cos? x 0x1
comme l'espace d’état est de dimension n = 2 pair alors la fonction I(y) vérifie I’équation
suivante :
U(y) — (2 tan x2)l(y).
W - Coan 2)l(y)
D’oti on a : V()
Y
= (2 tan x9).
I(y) ( cos? o 2)
Wi — dml — .%'Qd.%'g
L= d.%'g

14
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1,.2
212.%'1—5.%'2
Z9 = X9

z21=0
22 =21
g = 2z = arcsin(y)

D’ou

4.3. Théoréme géométrique de 'immersion
Une fois la fonction I(y) est calculée il faut vérifier est ce que les conditions 1 de la commuta-
tivité sont satisfaites. Si ce n’est pas la cas alors on aura a soulever les obstructions suivantes :
(1) [r1,75] =0 pour tous 1 < j <n —1,
(2) pour n pair [r,7,] =0
(3) pour n impair [13,7,] — a2(y)T3 € span{T, 72 }.

Ceci nous permet d’accéder a un autre stade. En effet on considere une dynamique auxiliaire w =
a(w,y). Cest-a-dire on considére un nouveau systéme dynamique dans un espace de dimension
n + 1 régi par le champs de vecteur suivant :

Fla,w) = F(2) + () o (4.9)

Pour l'instant il faut penser a la dynamique auxiliaire la plus simple @ = y et se poser la question
suivante :
existe t-il un difféomorphisme ¢ local dans l’espace étendu R™*! tel que :

Cette fois ci on va fabriquer un autre repére 72 & partir de 7' en posant :
i = b(w)r

L’idée essentielle est d’utiliser la fonction l3(w) & rendre ce nouveau repere commutatif. Le ré-
sultat qui suit donne des conditions suffisantes :

Théoréme 4.6. Si le repére 72 est commutatif alors il existe un difféomorphisme qui transforme
le systéme dynamique étendue en la forme canonique

Démonstration. On peut traduire sans difficulté majeurs la méme démonstration que pour le
théoreme ([?]). Mais donnons l'idée principale de la construction du difféomorphisme :

On trvaille cette fois-ci est sur un espace de dimension n+ 1. Nous avons par construction (72)1<y,
qui s’obtiennent par induction & partir 72 = I3 (w)7i = l1(w)I(y)m1 comme suit :

2 2
Tiy1 = [0, f]-
Il ne manque donc un champ de vecteurs 7,41 pour completer la base. On distingue deux cas :

(1) si ce champ de vecteurs est obtenu par induction 7,41 = [7,,, f] et qu’il commute avec
les n premiers alors ¢, (f) = Az + B(w), sinon

(2) on construit un champ de vecteurs indépendants ¢.(f) = Az + [(z,, w)

Bref, donnons un exemple illustratif de ce que je viens de raconter ci-dessus.

Ezemple 4.7. On considére le systéeme dynamique suivant :

T1 = 1173
To = X1
T3 = X2
Yy =12

15
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Un calcul simple donne :
91 = d:Cg, 092 = dIEQ et 91 = d:Cl.

0 0 + t

=72, To=——+x3— €

! 61‘17 2 61‘2 361‘1

0 9 0

T3 = 8—m+(x3_x2)8—+ 3y
Il est facile de vérifier que 'on a :
0
[7—2,7—3] = _28—331 = —2’7’1 75 0

Maintenant on considere la dynamique auxiliaire suivante :
W=y
et on pose :
i = l(w)m,

ou [ est a déterminer.

ow
73 = l(w)73 — 2230 (W) 9 + (w20 (w) + 2217 (W)
[r9, 73] = (=21 +2')7 =0

T4 = [7’11, f+ Ibgi] = l(w)To — 23l (W)

Ceci implique que :

—212 4+ 201' =0
ce qui donne :

l(w) =e".

Maintenant construisons dans R3t! le repére de la linéarisation :
Nous avons déja calculé les trois premiers champs de vecteurs 72, 72 et 73?. Il reste a completer
la base par un champ de vecteurs 73;1. qui commutent avec les trois premiers.
Un calcul facile montre que 74 = [73, F| ne commute pas avec les premiers. Donc, on ait amené
a le modifier. Il est aisé de verifier que le champ de vectteur suivant commute avec eux :

0 0 1 0 0
T, = ¥~ w,, Y w _ = 2) _ w2
1=c ow ten ox1 te <:c2 2:63 0x9 teTs 0xs

Calculons la matrice Ay relativement a ce nouveau repere et aux 1-formes 61, 05, 03 et 04 = dw
on obtient :

0 O e eVxs
0 ev¥ —x3e” e (acg - %x%)
e 0 0 e%xq
0 0 0 e
Son inverse est donné par :
0 0 =% — 5T
Ly & 0 ok (—2w0 — 7))
= 0 0 — 53
0 0 0 +

Ce qui fournit la famille de 1-formes exactes suivantes :

e Ydry — e Yxidw e "I

e Wasdrs + e Vdry — 3¢V (<222 — 23) dw | _ gl " (%x% - xg)
e Ydrs — e Vazdw - e~ Vrs
e Ydw e W

16
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Par conséquent ce changement de coordonnées transforme le systéme dynamique sous la forme
suivante :

21=0
29 = 21 — lezwzg
Z3 = 29 —dewzg
w=e%z3

Nous allons conclure cette section par quelques remarques [2] :

Remarque 4.8. (1) Si le nouveau repére 72 n’est pas commutatif, alors on augmente la dy-

namique dans espace de dimension n + 2.

(2) Cette procédure peut se répéter n — 2 fois. C’est-a-dire le systéme dynamique peut
éventuellement se linéariser modulo une injection de sortie et des variables auxiliaires
dans espace de dimension 2n — 2. En particulier pour n = 2 la seule possibilité étant le
difféomorphisme sur la sortie.

5. Conclusion

Dans cette note, pour montrer une application de la forme compagnon, je me suis permis de

survoler une trentaine d’années de résultats sur la linéairisation de I’erreur de ’observation. Il
s’agit des conditions qui permettent de concevoir un observateur dont 'erreur est sous la forme
compagnon (Brunovsky).
Je me suis aussi permis de formaliser & ma maniere quelques résultats d’autres chercheurs. Ce-
pendant tout énoncé au développement erroné dans ce papier est sous ma seule responsabilité.
Je finis par remercier au nom du ’ENSI de Bourges et de son Directeur de 'ENSI de Bourges
Monsieur Joél Allain, Supméca et en particulier Monsieur Stéphane Dugowson pour l'organisa-
tion de la journée des mathématiques.
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